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一种基于自适应动态规划的协同优化算法
刘    毅，章    云

（广东工业大学    自动化学院， 广东　广州  510006）

摘要: 采用值迭代的自适应动态规划的收敛条件是迭代性能指标函数初始化为任意半正定函数. 根据此收敛条件, 本
文研究了迭代性能指标函数的初始化和更新方法, 提出了一种基于自适应动态规划的协同优化算法. 仿真结果表明,
该协同优化算法令迭代的残差快速减小, 大幅提高了自适应动态规划的收敛速度.

关键词: 自适应动态规划；值迭代；协同优化

中图分类号: TP273                   文献标志码: A                       文章编号: 1007–7162(2017)06–0015–05

A Cooperative Optimization Algorithm Based on
Adaptive Dynamic Programming
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Abstract: If the initial iterative performance index function is a positive semi-definite function, then the value
iteration of adaptive dynamic programming will converge to the optimal. This is the convergence condition of
value-iteration based adaptive dynamic programming. Based on the condition, the initializing and updating
methods for iterative performance index function is studied and a cooperative optimization algorithm based on
adaptive dynamic programming is proposed. The simulation results show that the proposed algorithm can rapidly
reduce the iteration residuals and greatly improve the convergence rate of adaptive dynamic programming.
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动态规划是一种逆向计算方法，必须在时间上

逆向求解最优控制序列. 虽然动态规划能精确求解

哈密顿-雅可比-贝尔曼方程，但会导致计算量和存储

量随着控制序列的长度也即解的时间维度的增加而

急剧增长，也即“维数灾”问题[1]. 由Werbos提出的自

适应动态规划通过迭代计算求解哈密顿-雅可比-贝
尔曼方程[2-5]，迭代控制策略和迭代性能指标函数逐

渐逼近最优控制策略和最优性能指标函数，避免了

“维数灾”问题. 自适应动态规划有4种基本的实现结

构：启发式动态规划(HDP)、二次启发式规划(DHP)、
执行依赖启发式动态规划(ADHDP)和执行依赖二次

启发式规划(ADDHP)[2-3]. 文献[6]提出了全新的自适

应动态规划实现结构：全局二次启发式规划

( G D H P ) 和执行依赖全局二次启发式规划

(ADGDHP).

值迭代是自适应动态规划的一种迭代方式，需

要初始化迭代性能指标函数[7-8]. Al-Tamimi等[9]给出

了一种应用于离散时间仿射非线性系统的值迭代，

首次指出迭代性能指标函数初始化为零可保证迭代

收敛到最优，并给出了数学证明. Zhang等[10]研究了

离散仿射非线性系统的最优跟踪控制问题，并给出

了值迭代的收敛性和最优性证明. Wang等[11]给出了

应用于离散时间非仿射非线性系统的值迭代的收敛

性和最优性证明. 文献[9-11]要求迭代性能指标函数

初始化为零. Wei等[12]给出一种保证迭代控制策略是

稳定控制策略的迭代性能指标函数的初始化方法，

并给出了收敛性证明. 文献[13-14]证明了迭代性能

指标函数初始化为半正定函数可保证值迭代收敛到

最优，极大地放松了值迭代对迭代性能指标函数的

初始化要求.
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文献[9-14]指出，如果值迭代的迭代次数趋向无

穷，那么迭代性能指标函数和迭代控制策略分别等

于最优性能指标函数和最优控制策略. 无穷次迭代

是无法实现的，有限次迭代所得的迭代性能指标函

数和迭代控制策略是含有残差的近似最优性能指标

函数和近似最优控制策略. 如果为迭代计算给定一

个收敛精度，则可通过多次迭代让残差达到收敛精

度的要求. 由于放松了对迭代次数的要求，自适应动

态规划的实时性将无法得到保证. 如果给定迭代次

数，则不能保证残差达到收敛精度的要求.
值迭代的残差大小与初始的迭代性能指标函数

有关. 初始的迭代性能指标函数影响着迭代次数和

收敛精度. 本文根据文献[13-14]的证明结果，研究了

一种在有限迭代次数下保证收敛精度的快速自适应

动态规划算法.

1     问题描述

本文所描述的离散时间非仿射非线性系统

如下：

xk+1 = F(xk,uk), k = 0,1,2, · · · . (1)

xk ∈ Rn uk ∈ Rm ∀xk,uk

F(xk,uk) F(0,0) = 0 x = 0

其中 是状态向量， 是控制向量. ，

连续， . 是系统(1)的稳定状态.
另外，系统(1)是可控的.

uk = (uk,uk+1, · · · )优化目标是寻找控制序列 ，使

得性能指标函数(2)最小：

J(xk,uk) =
∞∑

t=k

U(xt,ut). (2)

U(xt,ut)

uk = u(xk)

u(0) = 0

其中 称为效用函数，是连续的正定函数. 假
设采用状态反馈对系统(1)进行控制，即 . 另
外假设反馈控制满足 .

根据Bellman最优定理，最优性能指标函数满足

如下哈密顿-雅可比-贝尔曼方程：

J∗(xk) = min
u(xk)
{U(xk,u(xk))+ J∗(xk+1)}. (3)

式(3)也可表示为

J∗(xk) = U(xk,u∗(xk))+ J∗(xk+1). (4)

u∗(xk)其中 是最优控制策略：

u∗(xk) = argmin
u(xk)

{U(xk,u(xk))+ J∗(xk+1)}. (5)

即

u∗(xk) == argmin
u(xk)

{U(xk,u(xk))+ J∗(xk+1)}. (6)

2     快速自适应动态规划算法

2.1    自适应动态规划的值迭代

ui(xk) Ji(xk)

i = 0,1,2, · · · J0(x)

设 是迭代控制策略， 是迭代性能指标

函数， 是迭代次数. 初始化 ，值迭代

的迭代过程为

ui(xk) = argmin
u(xk)

{U(xk,u(xk))+ Ji(xk+1)}. (7)

Ji+1(xk) = min
u(xk)
{U(xk,u(xk))+ Ji(xk+1)}. (8)

J0(x)

lim
i→∞

Ji(xk) = J∗(xk) lim
i→∞

ui(xk) = u∗(xk)

文献 [ 1 3 - 1 4 ]证明了若 是半正定函数，则

， .

2.2    基于自适应动态规划的协同优化算法

粒子群算法会初始化多个携带不同可行解的粒

子，各粒子在迭代过程中通过其他粒子的解来更新

自己的解. 参考粒子群算法，本节提出了基于自适应

动态规划的协同优化算法(Cooperative Optimization
Based on Adaptive Dynamic Programming，COADP).
COADP会创建多个值迭代“粒子”. 在每一次迭代里，

COADP根据所有“粒子”的迭代性能指标函数来重

新构建各“粒子”的迭代性能指标函数.

J(a)
i (xk)

u(a)
i (xk)

a = 1,2, · · · ,A

设一个进程（或智能体、粒子等）运行一个值

迭代. 设A是进程的数量， 是进程α的迭代性能

指标函数， 是进程 α的迭代控制策略，

.
(1) COADP的初始化.

J(a)
0 (xk)

由于迭代性能指标函数可初始化为任意半正定

函数，COADP将首先初始化A个进程及A个互不相同

的半正定函数 .
(2) COADP的迭代.

V (a)
i+1(xk)命名 为进程α的备选迭代性能指标函数.

参考式(7)和(8)，进程α以如下方式迭代：

u(a)
i (xk) = argmin

u(xk)
{U(xk,u(xk))+ J(a)

i (xk+1)}. (9)

V (a)
i+1(xk) = U(xk,u

(a)
i (xk))+ J(a)

i (xk+1). (10)

J(a)
i (xk)

U(xk,u
(a)
i (xk))+ J(a)

i (x(a)
k+1)

V (a)
i+1(xk)

与式(8)不同的是，式(10)没有立刻更新 ，而是

把 作为一个备选函数保存

于 .
(3) COADP的更新.

Bi+1 V (Bi+1)
i+1 (xk) J∗(xk)

V (Bi+1)
i+1 (xk)

V (B0)
0 (xk) = 0

V (Bi+1)
i+1 (xk) V (Bi+1)

i+1 (xk) J(a)
i+1(xk)

设第 个进程的 与 最相似(本
节称 为最优备选迭代性能指标函数，初始

化为 ) .  COADP的更新方法是：找出

，然后在 的邻域内构造 .
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V (a)
i+1(xk) = J(a)

i (xk)

V (a)
i+1(xk) = J∗(xk)∥∥∥∥V (a)

i+1(xk)− J(a)
i (xk)

∥∥∥∥ ≈ 0 V (a)
i+1(xk) ≈ J∗(xk)

V (Bi+1)
i+1 (xk)

若 ，那么式(10)与式(4)是相同

的 ， .  由 此 可 推 断 ， 若

，则 .  据此 ，

COADP通过式(11)寻找 ：

Bi+1 = argmin
a


∥∥∥∥∥∥∥V

(a)
i+1(xk)− J(a)

i (xk)

V (a)
i+1(xk)

∥∥∥∥∥∥∥
 . (11)

J(a)
i+1(xk) Bi+1

J(Bi+1)
i+1 (xk) V (Bi+1)

i+1 (xk)

J(a)
i+1(xk) V (Bi+1)

i+1 (xk)

为了实现可比性，式(11)中采用的是相对变化率. 在
重 新 构 建 的 时 候 ， 令 第 个 进 程 的

直 接 等 于 ， 而 其 他 进 程 的

则在 的邻域内进行构建：

J(a)
i+1(xk) =


V (Bi+1)

i+1 (xk),a = Bi+1;

max
{
V (Bi+1)

i+1 (xk)+Ra(a)
i+1·D·V

(Bi+1)
i+1 (xk),0

}
,

a , Bi+1.
(12)

Ra ∈ [−1,1] D > 0

J(a)
i+1(xk)

其中 是随机数， 是调整范围 .  式
(12)保证了 是半正定函数，收敛性不会受到

影响. ∥∥∥∥V (Bi+1)
i+1 (xk)−

V (Bi)
i (xk)

∥∥∥∥ ε

图 1 是 C O A D P 的流程图 .  当  

小于预先设置的收敛精度 ，则近似认为迭

代已收敛，迭代结束.
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图 1   COADP算法的流程图

Fig.1   Flow chart of COADP
 

3     仿真测试

J(a)
i (xk)

u(a)
i (xk)

图2是COADP的结构图，其中每个进程均采用

HDP结构 .  采用三层BP神经网络近似 和

. 下面给出3个例子来验证COADP的有效性.

第一和第二个例子来自文献[11]，第三个例子与文献

[12]、[15]和[16]相同.
 

 1

 A

(11)

(12)

...

...

+

−

xk
xk+1

uk

J (xk+1)

J (xk)

U (xk,uk)

 
图 2   COADP算法的结构图

Fig.2   Scheme of COADP
 

例1：非仿射非线性系统为

xk+1 = xk + sin(xk +uk). (13)

xk ∈ R uk ∈ R xk = 0

U(xk,uk) = xT
k xk +uT

k uk x0 = 1.5

其中 ， . 是该系统的稳定状态. 效用

函数为 . 初始状态为 .
所有进程的执行网络均是1-8-1结构，评判网络均是

1-8-1结构. 执行网络和评判网络的学习率均为0.02.
执行网络和评判网络的训练次数均设定为2 000次.
各进程的执行网络均初始化为相同的神经网络.

J(1)
0 (xk) = 0 J(2)

0 (xk) = 6xT
k xk J(3)

0 (xk) = 12xT
k xk

V (Bi)
i (xk)

J0(xk) = 0

Ji(xk)

D = 0.1

D = 1

D = 2

首先令进程数量A=3，初始化各进程的评判网络

为： ， ， . 图
3是A=3时的 收敛曲线. 为了进行比较，图

3～图8中加入了 的且采用式(7)和式(8)进
行迭代的 收敛曲线(图中简称zero-ADP). 若

，则调整范围过小 .  与 z e r o - A D P相比，

COADP的残差减小得快，但不明显. 若 ，则调整

范围合适，残差快速减小. 若 ，则调整范围过大.
线程数量A不足以支持如此大范围的搜索，残差减小

的速度没有明显加快.

J(4)
0 (xk) = 2xT

k xk J(5)
0 (xk) = 4xT

k xk

J(6)
0 (xk) = 8xT

k xk J(7)
0 (xk) = 10xT

k xk

A = 7

V (Bi)
i (xk) D = 0.1

D = 1 D = 2

修改进程数量A=7，新增的4个进程的评判网络

初 始 化 为 ， ，

， . 各进程的执行网

络仍旧初始化为相同的神经网络. 图4是 时的

收敛曲线. 若 ，则调整范围过小，即使

A增大了也无法显著地加快残差减小的速度. 若
，则调整范围合适，残差快速减小. 若 ，则

调整范围足够大. 此时线程数量A足以实现在如此大

范围内的有效搜索，残差减小的速度进一步加快，协

同优化效果明显.

J(a)
i+1(xk) J(ā)

i+1(xk) J∗(xk)

若D足够大，则通过式(12)更新所得的某一

(设为 )可能会远大于 . 若A不足，
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V (a)
i+1(xk) V (Bi+2)

i+2 (xk)

V (ā)
i+2(xk) D = 2

V (B3)
3 (xk) J∗(xk)

则可供选择的 数量太少， 选择

的可能性就会增大. 因此在图3中， 的

出现远大于 的现象.
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COADP (D=0.1)
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COADP (D=2)

zero-ADP

 
图 3   例1的最优备选迭代性能指标函数收敛过程(A=3)

Fig.3   Convergence of the best optional iterative performance
index function for Example 1 (A=3)
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图 4   例1的最优备选迭代性能指标函数收敛过程(A=7)

Fig.4   Convergence of the best optional iterative performance
index function for Example 1 (A=7)

 

例2: 非仿射非线性系统为

xk+1 =

[ −x1k x2k

1.5x2k + sin(x2
2k +uk)

]
. (14)

xk = [x1k, x2k]T ∈ R2 uk ∈ R xk = 0

U(xk,uk)

u0 = [0.5,−1]T

A = 3 A = 7 V (Bi)
i (xk)

D = 0.1

D = 0.5

D = 1

其中 ， . 是该系统的稳

定状态. 效用函数 与例1相同. 初始状态为

. 所有进程的执行网络均是2-8-1结构，

评判网络均是2-8-1结构. 其他设置与例1相同. 图5、
6分别是 、 时的 收敛曲线. 对于系统

(14)，若 ，则调整范围过小，COADP算法的

效果不明显；若 ，则调整范围合适，残差快

速减少，但A对残差减小的速度影响不大；若 ，

则调整范围足够大. 若增大A可令残差减小的速度

进一步加快，协同优化效果明显. D和A对残差的影

响与例1相同.

4.0

4.5

3.0

3.5

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0 5 10 15

COADP (D=0.1)

COADP (D=0.5)

COADP (D=1)

zero-ADP

 

图 5   例2的最优备选迭代性能指标函数收敛过程(A=3)

Fig.5   Convergence of the best optional iterative performance

index function for Example 2 (A=3)
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COADP (D=0.1)
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COADP (D=1)

zero-ADP

 

图 6   例2的最优备选迭代性能指标函数收敛过程(A=7)

Fig.6   Convergence of the best optional iterative performance

index function for Example 2 (A=7)
 

例3：仿射非线性系统为

xk+1 =

[
(x2

1k + x2
2k +uk)cos(x2k)

(x2
1k + x2

2k +uk) sin(x2k)

]
. (15)

xk = [x1k, x2k]T ∈ R2 uk ∈ R xk = 0

x0 = [1,−1]T

A = 3 A = 7 V (Bi)
i (xk)

D = 0.1

D = 1

D = 3

其中 ， . 是该系统的稳

定状态 .  效用函数与例 1 相同 .  初始状态为

. 所有进程的执行网络均是2-8-1结构，评

判网络均是2-8-1结构. 其他设置与例1相同. 图7、8分

别是 、 时的 收敛曲线 .  对于系统

(15)，若 ，则调整范围过小，COADP算法的效

果不明显；若 ，则调整范围合适，残差快速减少，

但A对残差减小的速度影响不大；若 ，则调整范

围足够大. 若增大A可令残差减小的速度进一步加

快，协同优化效果明显. D和A对残差的影响与例1

相同.
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图 7   例3的最优备选迭代性能指标函数收敛过程(A=3)

Fig.7   Convergence of the best optional iterative performance
index function for Example 3 (A=3)

 

 
7

6

5

4

3

2

1

0 2 4 86 10

COADP (D=0.1)

COADP (D=1)

COADP (D=3)

zero-ADP

 
图 8   例3的最优备选迭代性能指标函数收敛过程(A=7)

Fig.8   Convergence of the best optional iterative performance
index function for Example 3 (A=7)

 

以上3个例子的仿真结果表明，如果D过小，或

者如果D过大而A过小，则COADP算法的效果与zero-
ADP的效果相若，COADP算法不能显著加快残差减

小的速度. 在实际应用中，对于不同的系统，A和D的
恰当取值是难以确定的. 为了充分发挥COADP算法

的优势，应把A和D设置为较大的数值.

4     总结

本文研究了一种在有限迭代次数下保证收敛精

度的快速自适应动态规划算法. 本文提出的协同优

化算法能令残差快速减小，令自适应动态规划更为

实用.
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